
Logique propositionnelle modaleLogique avanée20091 Syntaxe du langage LM0Dé�nition 1 (Voabulaire)1. un ensemble (possiblement in�ni) de lettres propositionnelles {p ; q ; r ; . . . ; p1 ; p2 ; . . .} ;2. un jeu de onneteurs {¬ ; ∧ ; ∨ ;→;↔} ;3. les parenthèses ( ) ;4. les symboles 2 et 3.fbf = formule bien forméeDé�nition 2 (Syntaxe)1. les lettres propositionnelles sont des fbf ;2. si ϕ et ψ sont des fbf, alors ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ) (ϕ→ ψ) et (ϕ↔ ψ) le sont aussi ;3. si ϕ est une fbf, 2ϕ et 3ϕ sont des fbf.2 Sémantique de LM0Dé�nition 3 (Ensemble W)On se donne un ensemble W, possiblement in�ni, de symboles. W = {w1 ; w2 ; w3 ; . . .}.
W est l'ensemble des mondes possibles.Dé�nition 4 (Relation d'aessibilité)Une relation d'aessibilité, notée R, est une relation binaire sur W.Notation : w1 R w2 pour signi�er que le monde w2 est aessible à w1.Dé�nition 5 (Valuation)Une valuation, notée V , est une fontion qui pour haque monde w de W assoie à haque lettreporpositionnelle une valeur de vérité (0 ou 1).Notation : Vw(p) = 1 pour signi�er que p est vraie dans le monde w.Variante : V (w, p) = 1.Dé�nition 6 (Modèle)Un modèle, M, de logique modale est omposé d'un ensemble W, d'une relation R et d'unefontion V .
M = 〈W, R, V 〉.Dé�nition 7 (Struture)Un ensemble de mondesW muni d'une relation d'aessibilité R s'appelle une struture (appeléeaussi frame en anglais). Une struture est généralement notée F : F = 〈W, R〉.1



On détermine la valeur de vérité de toute formule de LM0 par rapport à un modèle M etun monde w.Notation 1
VM,w(ϕ) représente la valeur de vérité de ϕ par rapport à M et w.
VM,w(ϕ) = 1 signi�e que ϕ est vraie dans le monde w pour le modèle M.Variantes : [[ϕ]]M,w = 1 ou M |=w ϕ ou |=M,w ϕDé�nition 8 (Sémantique de LM0)Soit le modèle M = 〈W, R, V 〉 et w un monde de W.1. VM,w(p) = Vw(p) pour toute lettre propositionnelle p ;2. (a) VM,w(¬ϕ) = 1 ssi VM,w(ϕ) = 0 ;(b) VM,w(ϕ ∧ ψ) = 1 ssi VM,w(ϕ) = 1 et VM,w(ψ) = 1 ;() VM,w(ϕ ∨ ψ) = 1 ssi VM,w(ϕ) = 1 ou VM,w(ψ) = 1 ;(d) VM,w(ϕ→ ψ) = 1 ssi VM,w(ϕ) = 0 ou VM,w(ψ) = 1 ;(e) VM,w(ϕ↔ ψ) = 1 ssi VM,w(ϕ) = VM,w(ψ) ;3. (a) VM,w(2ϕ) = 1 ssi pour tout monde w′ ∈ W t.q. w R w′, VM,w′(ϕ) = 1 ;(b) VM,w(3ϕ) = 1 ssi il existe au moins un monde w′ ∈ W t.q. w R w′ et VM,w′(ϕ) = 1.Dé�nition 9 (Validité(s))� ϕ est valide dans M = 〈W, R, V 〉 ssi pour tout w ∈ W, VM,w(ϕ) = 1.Notation : M |= ϕ.� ϕ est valide dans F = 〈W, R〉 ssi M |= ϕ pour tout modèle M tel que M = 〈W, R, V 〉.Notation : F |= ϕ.� ϕ est valide ssi quelle que soit la struture F , F |= ϕ.Notation : |= ϕ.3 AppliationSoit la struture F = 〈W, R〉, ave W = {w1 ; w2} et R dé�nie telle que : w1 R w2, w1 R w1et w2 R w1.On représente graphiquement F de la manière suivante :

F : w1 w2Soit la valuation V telle que Vw1
(p) = 0 et Vw2

(p) = 1. On représente alors le modèle
M = 〈W, R, V 〉 par la �gure de gauhe i-dessous :
M : w1 w2

p
M′ : w1 w2

pLa �gure de droite représente le modèle M′ = 〈W, R, V ′〉 ave V ′
w1

(p) = 1 et V ′
w2

(p) = 0.1. Soit le modèleM3 = 〈W3, R3, V 3〉 ave W3 = {w1, w2, w3}, w1 R
3 w2, w2 R

3 w2, w2 R
3 w3et V 3

w1
(p) = 1, V 3

w2
(p) = 1, V 3

w3
(p) = 0.(a) Dessinez le modèle M3.(b) Calulez la valeur de 2p, 3p, 2¬p et 3¬p pour haun des trois mondes de M3.2



2. Calulez (dans M) :(a) VM,w1
(23p) et VM,w2

(23p),(b) VM,w1
(32¬p) et VM,w2

(32¬p).3. Calulez (dans M′) :(a) VM′,w1
(2p → 22p), VM′,w2

(2p→ 22p),(b) VM′,w1
(¬2p), VM′,w2

(¬2p),() VM′,w1
(p→ 23p), VM′,w2

(p→ 23p).4 Formules remarquables(d1) ¬3ϕ↔ 2¬ϕ et ¬2ϕ ↔ 3¬ϕ (dualité)(d2) ¬3¬ϕ↔ 2ϕ et ¬2¬ϕ ↔ 3ϕ (dualité)(K) 2(ϕ→ ψ) → (2ϕ→ 2ψ) (nommé d'après Kripke)(T) 2ϕ→ ϕ (néessité)(P) ϕ→ 2ϕ(L) 2(2ϕ→ ϕ) → 2ϕ(M) 23ϕ→ 32ϕ(4) 2ϕ→ 22ϕ(5) 3ϕ→ 23ϕ(B) ϕ→ 23ϕ(D) 2ϕ→ 3ϕ(Q) 3ϕ→ 2ϕ(f) 3ϕ↔ 2ϕ(R) 22ϕ→ 2ϕ(G) 32ϕ→ 23ϕRègle de � néessitation � :(N) si ⊢ ϕ alors ⊢ 2ϕ(version � sémantique � : si ϕ est une tautologie, 2ϕ est une tautologie).5 Propriétés de relations binairesSoit A un ensemble non vide et R une relation binaire sur A. x, y et z sont des éléments de
A.Ré�exive : pour tout x, x R x ;Symétrique : pour tout x et y, si x R y alors y R x ;Asymétrique : pour tout x et y, si x R y alors il est faux que y R x ;Antisymétrique : pour tout x et y, si x R y et y R x, alors x = y ;Sérielle : pour tout x, il y a (au moins) un y tel que x R y ;Transitive : pour tout x, y, z, si x R y et y R z, alors x R z ;Eulidienne : pour tout x, y, z, si x R y et x R z, alors y R z ;3



Totale : pour tout x et y, x R y ou y R x ;Partiellement fontionnelle : tout x est en relation ave au plus un élément de A ;Fontionnelle : tout x est en relation ave un et un seul élément de A ;Faiblement dense : pour tout x et y, si x R y alors il existe un z tel que x R z et z R y.Si R est ré�exive, symétrique et transitive, R est une relation d'équivalene.Si R est ré�exive et eulidienne, alors elle est aussi symétrique et transitive, et 'est donune relation d'équivalene.Si R est ré�exive, antisymétrique et transitive, R est un ordre partiel. Si en plus R esttotale sur A, on dit que R est un ordre total (ou un ordre linéaire) sur A.Tab. 1 � Rapport entre validité de formules et propriétés de Rvalidité de : Propriété de RT Ré�exiveB∗ SymétriqueD Sérielle4 Transitive5 EulidienneQ Partiellement fontionnelle
f FontionnelleR Faiblement dense

∗ La formule 32ϕ → ϕ est aussi valide ssi R est symétrique.
6 ExerieSoit M = 〈W, R, V 〉 ave W = {w1 ; w2 ; w3 ; w4} et :� w1 R w2, w2 R w3, w3 R w1, w3 R w4, w4 R w2 ;� Vw1

(p) = Vw3
(p) = Vw1

(q) = Vw2
(q) = 1 (et la valeur est 0 dans les autres as).1. Dessinez e modèle.2. Calulez :(a) VM,w2

(2q)(b) VM,w4
(2¬(p→ q))() VM,w3
(2(p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q))(d) VM,w1
(32p)(e) VM,w3
(3p ∧ 3q)3. Est-e que les formules suivantes sont valides dans M ?(a) 32p ∨ 332p(b) 2p→ ¬p() (p→ 3p) ∧ (q → 3q)(d) 3(p ∨ ¬p) → (p ∨ ¬q)4. Est-e que les formules 2p→ 3p et 332p→ p sont valides dans la struture de M ?Construisez un modèle M (dessinez-le) à 4 mondes (i.e. ave W = {w1 ; w2 ; w3 ; w4}) telque dans e modèle et au monde w1 (3p ∧ 3q) est vraie et 3(p ∧ q) est fausse.4



7 Propriétés de systèmes logiques modauxDé�nition 10Une logique (ou une théorie) basée sur un langage (par exemple LM0) est un sous-ensemble desformules de e langage, qui ontient toutes les tautologies et les formules valides dérivables (lesthéorèmes).On peut toujours déider d'ajouter en tant qu'axiomes (éventuellement arbitrairement) desshémas de formules dans une logique.Dé�nition 11Une logique est dite normale si elle ontient le shéma de formules K et la règle d'inférenemodale de néessité N.(K) 2(ϕ→ ψ) → (2ϕ→ 2ψ)(N) ⊢ ϕ
⊢ 2ϕLes shémas de formules suivants sont valides dans un logique normale :1. 3ϕ↔ ¬2¬ϕ2. (2ϕ ∧ 2ψ) ↔ 2(ϕ ∧ ψ)3. (2ϕ ∨ 2ψ) → 2(ϕ ∨ ψ)4. 3(ϕ ∨ ψ) ↔ (3ϕ ∨ 3ψ)5. 3(ϕ ∧ ψ) → (3ϕ ∧ 3ψ)Quelques logiques lassiquesNommage des logiques. Habituellement une logique normale qui ontient en tant qu'axiomesles shémas de formules nommés A1, A2,..., An est nommée KA1A2 . . . An.Par exemple, KT est le système de logique normale qui ontient T.KT4 est aussi appelé S4.KT45 est aussi appelé S5.Logiques modales épistémiques. Les logiques S4 et S5 (surtout S5) sont utilisées pourformaliser les modalités épistémiques. Les opérateurs modaux expriment la onnaissane (d'unou plusieurs agent(s) donné(s)).Voii quelques interprétations informelles :(1) a. 2ϕ ≈ je sais que ϕ / on sait que ϕ / ϕ est sue / ϕ est sûre et ertaine / ...b. ¬2ϕ ≈ je ne sais pas si1 ϕ / on ignore si ϕ / ϕ n'est pas sue / ϕ n'est pas sûre / .... 3ϕ ≡ ¬2¬ϕ ≈ j'ignore si ϕ est fausse2 / on ignore si ϕ (est fausse) / ¬ϕ n'est passue / il se peut que (¬)ϕ / peut-être que (¬)ϕ / ...Les shémas T, 4, 5, B et D sont valides dans S5.(T) 2ϕ→ ϕ e que je sais est vrai(4) 2ϕ→ 22ϕ si je sais quelque hose, je sais que je le sais1Ne pas savoir que ϕ présuppose néanmoins que ϕ est vraie dans la réalité où l’on se place. Donc pour

formaliser l’ignorance – qui ne se prononce pas sur la vérité de son objet – on doit utiliser la conjonction de

subordination si.2Donc forcément j’ignore aussi si ϕ est vraie. 5



(5) 3ϕ→ 23ϕ si j'ignore quelque hose, je sais que je l'ignore(B) ϕ→ 23ϕ(D) 2ϕ→ 3ϕLogiques déontiques. KD a été utilisé pour formaliser les modalités déontiques.Interprétations informelles :(2) a. 2ϕ ≈ il est obligatoire que ϕ / ϕ est obligatoire / il faut que ϕ / ...b. 3ϕ ≈ ϕ est permis / on a le droit de ϕ / .... 2¬ϕ ≡ ¬3ϕ ≈ ϕ est interdit / ...L'opérateur d'obligation (2 déontique) est parfois aussi noté O ; l'opérateur de permission(3 déontique) est parfois noté P .(D) 2ϕ→ 3ϕ e qui est obligatoire est permis.Logique temporelleLa temporalité peut être formalisée omme une modalité en utilisant une logique normale.On onsidère une struture F = 〈W, R〉 où les mondes possibles de W ne sont pas desvariantes synhroniques les uns des autres, mais des � ontinuations � d'autres mondes. Celaveut dire que la relation R est une relation d'ordre hronologique.
w1 R w2 = w1 est un état du monde antérieur à l'état w2.Pour lari�er es notations, on érira < à la plae de R :
w1 < w2 = w1 est un état du monde antérieur à l'état w2.Une logique temporelle bien expressive a besoin en fait de deux modalités, 'est-à-dire deuxstrutures et plus exatement deux relations d'aessibilité, selon que l'on regarde vers l'avenirou vers le passé. La seonde relation d'aessibilité est bien sûr > :
w1 > w2 = w1 est un état du monde postérieur à l'état w2.On � temporalise � les formules grâe à deux opérateurs modaux P et F. Informellement :Pϕ ≈ ϕ est vraie dans le passéFϕ ≈ ϕ est vraie dans le futurCe sont des opérateurs de possibilité, omme le montre leur interprétation :(P) VM,w(Pϕ) = 1 ssi il existe w′ t.q. w > w′ et VM,w′(ϕ) = 1(F) VM,w(Fϕ) = 1 ssi il existe w′ t.q. w < w′ et VM,w′(ϕ) = 1Le monde de départ w orrespond au � monde présent � ('est un présent relatif : tout mondede W est son propre présent).On utilise également des opérateurs de néessité temporelle, H et G, signi�ant respetive-ment : toujours vrai dans le passé / dans le futur. Par dé�nition : H = ¬P¬ et G = ¬F¬.(H) VM,w(Hϕ) = 1 ssi pour tout w′ t.q. w > w′, VM,w′(ϕ) = 1(G) VM,w(Gϕ) = 1 ssi pour tout w′ t.q. w < w′, VM,w′(ϕ) = 16



On peut montrer que les deux shémas de formules suivants sont valides dans une logiquetemporelle du fait que les relations< et> sont l'inverse l'une de l'autre (i.e. w1 < w2 ≡ w2 > w1).(3) a. ϕ→ HFϕb. ϕ→ GPϕMondes et instantsSi, dans un langage logique, on veut faire oexister la temporalité et d'autres modalités, ona intérêt à dissoier mondes et instants, en intégrant une double struture dans le modèle.On se donne un ensemble d'instants (possiblement in�ni) T muni de la relation d'ordre <(les instants ressemblent à des nombres, et on les interprète un peu omme des dates). Exemple :
T = {t1 ; t2 ; t3 ; . . .}.Dé�nition 12 (Modèle modal et temporel)
M = 〈W, R, T , <, V 〉.La valuation V est une fontion qui à haque lettre propositionnelle assigne une valeur de véritépour haque monde w et haque instant t.Notation 2
VM,w,t(ϕ) = 1 signi�e que ϕ est vraie dans le monde w à l'instant t, par rapport au modèle M.Dé�nition 131. VM,w,t(Pϕ) = 1 ssi il existe t′ ∈ T t.q. t′ < t et VM,w,t′(ϕ) = 12. VM,w,t(Fϕ) = 1 ssi il existe t′ ∈ T t.q. t < t′ et VM,w,t′(ϕ) = 13. VM,w,t(Hϕ) = 1 ssi pour tout t′ ∈ T t.q. t′ < t, VM,w,t′(ϕ) = 14. VM,w,t(Gϕ) = 1 ssi pour tout t′ ∈ T t.q. t < t′, VM,w,t′(ϕ) = 1MultimodalitéOn peut vouloir manipuler di�érents types de modalité dans un même langage (exemples :des modalités épistémique, déontiques, aléthiques et.). Cela implique de distinguer di�érentespossibilités et di�érentes néessités.Formellement on a besoin de distinguer plusieurs opérateurs modaux.On se donne un ensemble I de symboles (par exemple des nombres). Chaque symbole (ouindie) de I orrespond à un type de modalité et les opérateurs modaux seront indiés par essymboles.Notation 3Si i ∈ I :� l'opérateur noté 3i ou 〈i〉 représente la possibilité de la modalité indiée par i ;� l'opérateur noté 2i ou [i] représente la néessité de la modalité indiée par i.Sémantiquement, e qui distingue des types de modalité, e sont les relations d'aessibilitéqui leur orrespondent. On aura don une relation di�érente pour haque indie i, notée Ri.Dé�nition 14 (Modèle multimodal)
M = 〈W, {Ri | i ∈ I}, V 〉Dé�nition 15 (Interprétation dans un modèle multimodal)Soit le modèle M = 〈W, {Ri | i ∈ I}, V 〉, ave I non vide, et w un monde de W.1. VM,w([i]ϕ) = 1 ssi pour tout monde w′ ∈ W t.q. w Ri w

′, VM,w′(ϕ) = 1 ;2. VM,w(〈i〉ϕ) = 1 ssi il existe au moins un monde w′ ∈ W t.q. w Ri w
′ et VM,w′(ϕ) = 1.7



A Démonstrations des équivalenes entre validité des shé-mas de formules et propriétés de RLe proédé est toujours le même : il s'agit de démontrer une équivalene de la forme :La formule F est valide ssi la relation d'aessibilité de la struture a la propriété P .Il y a deux impliations à démontrer. D'abord on suppose que R a la propriété P et on montreque dans n'importe quel monde w, F est vraie. Puis on doit montrer que si F est valide dansla struture alors R a la propriété P . Une manière simple de proéder est de démontrer laontraposée de ette impliation (i.e. de raisonner par l'absurde) : on suppose que R ne respetepas la propriété P et on montre alors que F n'est pas valide, en onstruisant un ontre-exemple,un modèle où F est fausse.A.1 T et R est ré�exive(T) 2ϕ→ ϕI. Supposons que R est ré�exive. Don pour tout w, w R w.On montre que VM,w(2ϕ → ϕ) = 1 pour n'importe quel w. Pour e faire on suppose
VM,w(2ϕ) = 1 et on montre qu'alors VM,w(ϕ) = 1.1. Hypothèse : VM,w(2ϕ) = 1.2. Don, par dé�nition sémantique de 2, ϕ est vraie dans tout monde aessible à w : pourtout monde w′ tq w R w′, VM,w′(ϕ) = 1.3. Or w est aessible à lui-même, par ré�exivité : w R w. (Autrement dit, w est un de es

w′ évoqués i-dessus).4. Don, d'après 2, VM,w(ϕ) = 1.II. Maintenant supposons que R n'est pas ré�exive. Cela veut dire qu'il existe w1 tq il est fauxque w1 R w1.Soit M = 〈{w1 ; w2}, R, V 〉, ave w1 R w2 et w2 R w2, et Vw1
(p) = 0 et Vw2

(p) = 1.Dans M, R n'est pas ré�exive, ar on n'a pas w1 R w1.
VM,w1

(2p) = 1 ar tout monde aessible à w1 se réduit à w2 et VM,w2
(p) = 1.Or VM,w1

(p) = 0, don VM,w1
(2p→ p) = 0.T n'est pas valide dans M.A.2 B et R est symétrique(B) ϕ→ 23ϕI. Supposons que R est symétrique : pour tout w et w′, si w R w′ alors w′ R w.Soit w un monde quelonque. Supposons que VM,w(ϕ) = 1.Montrons alors que VM,w(23ϕ) = 1.1. Hypothèse : VM,w(ϕ) = 1.2. Par dé�nition VM,w(23ϕ) = 1 ssi pour tout monde w′ tq w R w′, VM,w′(3ϕ) = 1,'est-à-dire qu'il existe au moins un monde w′′ tq w′ R w′′ et VM,w′′(ϕ) = 1.3. Comme R est symétrique, pour tout w′ aessible à w, w′ R w.4. Or par hypothèse 1, ϕ est vraie dans w.5. Don pour tout w′ il existe un monde (w) où ϕ est vraie. Don 2 est satisfaite.8



6. Don VM,w(23ϕ) = 1.7. Don VM,w(ϕ→ 23ϕ) = 1.II. On onstruit un modèle M où R n'est pas symétrique et où p → 23p est fausse dans undes mondes de M.Soit M = 〈{w1 ; w2}, R, V 〉 ave w1 R w2 et w2 R w2, et Vw1
(p) = 1 et Vw2

(p) = 0.Le seul monde aessible à w1 est w2, don VM,w1
(23p) = 1 ssi VM,w2

(3p) = 1.Or le seul monde aessible à w2 est w2 et Vw2
(p) = 0. Don VM,w2

(3p) = 0 et don
VM,w1

(23p) = 0.Comme Vw1
(p) = 1, on en onlut que Vw1

(p→ 23p) = 0.Variante ave 32ϕ→ ϕI. Supposons que R est symétrique et que VM,w(32ϕ) = 1.Montrons alors que VM,w(ϕ) = 1.1. Hypothèse : VM,w(32ϕ) = 1.2. Don il existe w′, tq w R w′ et VM,w′(2ϕ) = 1.3. C'est-à-dire que pour tout w′′ aessible à w′ (i.e. tq w′ R w′′), VM,w′′(ϕ) = 1.4. Comme R est symétrique et que w R w′, on sait que w est aessible à w′ (i.e. w′ R w).5. Don d'après 3, VM,w(ϕ) = 1.II. Soit M = 〈{w1 ; w2}, R, V 〉 ave w1 R w2 et w2 R w2, et Vw1
(p) = 0 et Vw2

(p) = 1. (C'est lamême struture que le préédent, mais ave une valuation di�érente).Le seul monde aessible à w1 est w2, don VM,w1
(32p) = 1 ssi VM,w2

(2p) = 1.
VM,w2

(2p) = 1 ssi p est vraie dans tout monde aessible w2. Seul w2 est aessible à w2 et
Vw2

(p) = 1. Don VM,w2
(2p) = 1 et don VM,w1

(32p) = 1.Et omme Vw1
(p) = 0, VM,w1

(32p→ p) = 0.A.3 D et R est sérielle(D) 2ϕ→ 3ϕI. Supposons que R est sérielle : pour tout w, il y a (au moins) un w′ tel que w R w′.1. Hypothèse : VM,w(2ϕ) = 1.2. Don pour tout w′, si w R w′ alors VM,w′(ϕ) = 1.3. Comme R est sérielle, on sait qu'un tel w′ existe.4. Cela prouve alors que VM,w(3ϕ) = 1.II. Soit M = 〈{w1 ; w2}, R, V 〉 ave w2 R w1, et Vw1
(p) = 0 et Vw2

(p) = 1.
R n'est pas sérielle ar auun monde n'est aessible depuis w1.
VM,w1

(2p) = 1 ; 'est trivialement vrai ar auun monde n'est aessible à w1.En revanhe � et pour la même raison � VM,w1
(3p) = 0.Don VM,w1

(2p→ 3p) = 0.
9


