
Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alul3.1 Le prinipe de ompositionnalité3.1.1 Compositionnalité du sensLe prinipe de ompositionnalité est en général attribué à Frege, bien que ette paternitésoit en fait sujette à aution. Ce prinipe, qu'on devrait appeler en toute rigueur prinipede ompositionnalité du sens, est motivé par l'observation que les humains, équipés d'unsystème ognitif néessairement �ni, sont apables de produire et de omprendre une in-�nité de phrases. L'ensemble de toutes les phrases possibles ne peut don pas pré-existersous forme de liste, il doit être le produit d'un méanisme réursif (ou indutif). Par onsé-quent, l'assoiation entre une phrase donnée et un sens, qui n'est pas aléatoire, ne peutpas non plus pré-exister sous forme de liste. Il faut supposer l'existene d'un méanismede alul du sens des énonés. Comme par ailleurs on peut observer que les phrases sontdes objets struturés à partir d'éléments atomiques omposés ensemble (par la syntaxe), ildevient raisonnable de supposer queLe sens d'une expression est une fontion du sens de ses parties,et de leur mode de ompositionCe prinipe de ompositionnalité est don essentiellement une hypothèse d'ordre philo-sophique que l'on peut faire sur la nature de notre faulté de langage.En pratique, il est faile de trouver des as simples où, en français, e prinipe semble êtreà l'÷uvre. Par exemple, pour omprendre la phrase (1a), il faut (et il su�t) de onnaîtrele sens de haun des trois mots qui apparaissent dans (1a), ainsi que la façon dont ilssont ombinés : e sens n'est pas le même que elui de la phrase (1b), qui fait intervenirles mêmes omposants.(1) a. Jean aime Marieb. Marie aime JeanAu moins jusqu'à un ertain point, les �sens� mis en jeu sont indépendants de la onstru-tion partiulière onsidérée. C'est la raison pour laquelle on appelle quelquefois le prinipede ompositionnalité �prinipe de loalité� : le sens est déterminé de manière loale, indé-pendante du ontexte.Il est important de souligner que es �sens� élémentaires doivent se ombiner : ainsi, le sensde aime orrespond à un prédiat à deux plaes, lesquelles sont oupées respetivementpar les sens de Jean et de Marie (à la bonne position).En faisant une hypothèse minimale sur la struture syntaxique de (1a), et en utilisantune représentation en logique des prédiats de son �sens�, on peut représenter tout eladans la �gure 3.1. Nous verrons plus loin une manière de formaliser rigoureusement ette�omposition des sens�.Une onséquene de ette façon de voir est que l'on est onduit à attribuer un �sens� à dessyntagmes postulés par la syntaxe. Ainsi, dans la �gure 3.1, on aboutit à la onlusion quele sens de aime Marie est quelque hose omme aime(x,m), où m est une onstante, dondéterminée, et x une variable, 'est-à-dire ii une �plae libre�.La mise en ÷uvre onrète du prinipe de ompositionnalité que nous proposons ii suppose(1) que l'on �xe la méthode de omposition syntaxique (en e sens, on ne peut pas postuler,2
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mFig. 3.1 � Déomposition et alul du sens pour (1a)omme on le fait quelquefois pour la syntaxe, une � autonomie de la sémantique �), et(2) que l'on ouple rigoureusement haque omposition syntaxique ave une ompositionsémantique.Ainsi, la �gure 3.1 pourrait orrespondre à la grammaire suivante :

S → SN SV

P (a, b) ← a P (x, b)

SN → NP

a ← a

SV → V SN

P (x, b) ← P (x, y) bOn peut observer que les langages formels usuels, omme la logique des prédiats, leslangages de programmation impératifs, ou enore le langage de l'arithmétique, véri�enttous rigoureusement e prinipe de ompositionnalité.Par onstraste, il est bien onnu des linguistes que de nombreuses expressions, apparem-ment omposées selon les règles de la syntaxe, n'obéissent pas au prinipe de omposition-nalité du sens. Par exemple, les expressions �gées, omme (2a), les olloations, omme(2b), sont lairement en ontradition ave le prinipe de ompositionnalité : il n'est passu�sant de onnaître le sens de haun des onstituants pour omprendre le sens du tout :le sens ne peut être onnu que si on l'a appris, exatement omme 'est le as pour lesmots du lexique.(2) a. Paul a assé sa pipeb. Léa était dans une olère noireCette observation ne remet pas en ause l'hypothèse de Frege : il est lair qu'un louteurdu français doit onnaître sous la forme d'une liste le sens de nombreux items linguis-tiques (mots, morphèmes, et, nous venons de le voir, expressions �gées, et.). Mais denombreuses phrases (en fait, vraisemblablement, une in�nité) se distinguent de es items,en e qu'il n'est pas néessaire de les avoir apprises pour les omprendre. C'est dans e asque s'applique le prinipe de ompositionnalité.On peut aussi onsidérer que la ompréhension d'énonés omme les suivants remet enause le prinipe de ompositionnalité : 3



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alul(3) a. Est-e que tu peux me passer le sel ?b. [En réponse à la question �Veux-tu rentrer ?�℄ J'ai un peu froidEn e�et, pour omprendre es énonés, il faut vraisemblablement onnaître plus que lesens des onstituants : il faut onnaître les onventions d'usage qui nous onduisent àinterpréter, par défaut, es énonés omme signi�ant autre hose que leur sens littéral.On onsidère que et aspet de la signi�ation relève du domaine de la pragmatique. Ilfaut noter que e type d'exemple n'est qu'apparamment en ontradition ave le prinipede ompositionnalité : rien n'empêhe (et on a même de bonnes raisons pour ela) deonsidérer que l'e�et pragmatique évoqué se produit à partir du sens littéral, omme unesorte d'e�et seondaire. Dans e as, le sens littéral est bien déterminé par omposition dessens des parties.C'est d'ailleurs le as aussi pour les métaphores, dont on peut onsidérer que le sensse alule en deux temps : d'abord un sens littéral, purement sémantique, et ensuite unsens métaphorique. Si e deuxième sens n'obéit lairement pas toujours au prinipe deompositionnalité, rien ne nous oblige en revanhe à exlure que le sens littéral s'obtientpar un alul ompositionnel.C'est ainsi que l'on peut, à l'intérieur du domaine de la sémantique, distinguer deux hampsd'investigation assez radialement distints. Soit l'on s'intéresse à la partie ompositionnelledu alul du sens, on s'intéresse alors à la grammaire (dans un sens large), aux règles dutype de elles qui ont été données en exemple plus haut. Le projet sienti�que dans lequelon s'engage est un projet de modélisation d'une ompétene, démarhe qui s'apparente àla démarhe du physiien qui modélise la réalité matérielle. Soit, en revanhe, on s'intéresseà la partie non ompositionnelle de la ompétene linguistique, elle qu'il faut apprendre,elle qui pose le plus de problème en tradution. Alors la démarhe est une démarhede desription, qui onsiste à établir une liste raisonnée de phénomènes pour l'essentielarbitraires (au sens de Saussure). Cette démarhe peut vraisemblablement être omparée àelle de l'entomologiste, tentant de mettre de l'ordre dans le foisonnement de la vie animale.Le domaine de la sémantique formelle, qui �nalement ne se distingue pas très nettementde e que l'on appelle de plus en plus la question de l'interfae syntaxe-sémantique, tombeprinipalement dans le premier as évoqué : on y herhe des généralisations falsi�ablesonernant notre proédure de alul du sens.On parle quelquefois, d'une façon sans doute approximative, de sémantique non lexialepour e domaine. Ce n'est pas approprié dans le sens où la frontière entre ompositionnelet non ompositionnel ne peut pas être onfondue ave la frontière entre lexial et gramma-tial : d'une part, à l'intérieur du lexique existent des règles d'organisation qui permettentde prédire des e�ets sémantiques ; d'autre part, omme nous l'avons vu, des expressionsapparemment régies par la grammaire doivent essentiellement être vues omme des itemslexiaux, dont le sens ne se alule pas à partir de leur organisation interne.3.1.2 Formalisation de la ombinaison sémantiqueOn se plae dans l'hypothèse où on représente la sémantique de phrases en langage naturelpar une formule de la logique du premier ordre (f. plus loin le programme montagovien).Si on reprend la grammaire donnée plus haut, on voit qu'interviennent au niveau de lasyntaxe et de la sémantique des opérations. Au niveau syntaxique, il s'agit simplement de4



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alulla onaténation, onformément aux dé�nitions lassiques d'une grammaire hors-ontexte.Au niveau sémantique, il faut dé�nir l'opération qui permet de ombiner des �moreaux deformule�. Par exemple, on a dit que la ombinaison de P (x, y) et de b donnait P (x, b). Il estlair qu'il ne s'agit pas d'une simple onaténation, mais d'une opération de ombinaisonqui s'appuie sur la struture syntaxique des formules. De plus, il est néessaire d'expliiterdes aspets laissés impliites dans l'exemple préédent : il faut expliiter le fait que y(et aussi x, d'ailleurs) représente une � plae � dans la formule résultante, et que b estsueptible de prendre ette plae. Il faut aussi garantir, dans la ombinaison préédente,que b va bien prendre la plae marquée par y et non elle marquée par x.On pourrait bien entendu reourir à un langage impératif dans lequel es di�érents élémentsseraient exprimés expliitement :ombiner(f1, f2){ remplaer le 2e argument de f1 par f2 et renvoyer f1}C'est e qu'on ferait ave un outil omme ya, par exemple.En fait, si on regarde de plus près, on voit que deux notions sont néessaires pour formaliserla omposition de moreaux de formules : d'une part, une notion de substitution (il fautêtre apable de requérir le remplaement de toutes les ourrenes d'une variable par lemême terme), et d'autre part, une notion d'appliation d'une formule inomplète à uneautre.On peut pour s'en onvainre onsidérer l'exemple suivant.(4) a. Un enfant dortb. [un(enfant)℄(dort). [∃a(Ea ∧Da)(enfant(x))] (dormir(y))Le λ-alul est un outil formel extrêmement puissant ('est-à-dire expressif) qui va pré-isément nous permettre de spéi�er es di�érents aspets, d'une manière que l'on peutquali�er de délarative.3.2 λ-alul3.2.1 Le langage pur (non typé)Le lambda-alul a été inventé par Alonzo Churh, pour représenter la notion de fontionmathématique, d'une façon qui évite les problèmes de l'approhe basée sur la théorie desensembles.11En partiulier, le fait que la notation 3x2 + 7 est ambiguë entre la dé�nition de la fontion qui à xassoie 3x2 + 7 et l'appliation de la fontion à un x partiulier.5



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alul3.2.1.1 SyntaxeLe voabulaire est omposé d'un ensemble dénombrable de symboles de variables, deparenthèses, du point, et du symbole λ.La syntaxe est dé�nie par indution :� Si x est une variable, alors x est un λ-terme.� Si x est une variable, et t un terme, alors λx.t est un λ-terme (λ-abstration)� Si t1 et t2 sont des termes, alors (t1)t2 est un λ-terme (appliation).3.2.1.1.1 Remarques� L'appliation d'un terme ϕ à un terme ψ est notée (ϕ)ψ, à l'inverse de la notationtraditionnelle f(x).� Il n'y a pas de distintion entre variables fontionnelles et variables arguments. On peutdon former des terme de la forme λf.(f)f (appliation à soi-même).� Comme les quanti�ateurs en logique du premier ordre, l'abstrateur λ est un lieur devariables. On peut dé�nir par onséquent les notions de variables libres et liées : 2(a) La portée d'un abstrateur λx dans le terme λx.ϕ est le terme ϕ.(b) Une ourrene d'une variable x dans le terme ϕ est dite libre si elle n'estpas dans la portée d'un abstrateur λx apparaissant dans ϕ.() Si λx.ϕ est un sous-terme de ψ et que x est libre dans ϕ, alors ette ourrenede x est dite liée par l'abstrateur λx.Exemple : dans le terme ((λx.λy.(x)y)z)x, la variable x a deux ourrenes, l'une libreet l'autre liée.� La grammaire dé�nissant les λ-termes est non ambigüe, il n'y a qu'une façon de dé-omposer un terme. On peut dé�nir la notion de sous-terme. Les notations (point etparenthèses) pouvant s'avérer assez lourdes, on adopte les onventions :
λx1.λx2 . . . λxn.t = λx1x2 . . . xn.t

(. . . ((t)t1)t2 . . .)tm = t t1t2 . . . tmExemple : λxy.xy se lit λx.λy(x)y.� L'appliation fontionnelle est toujours monadique (s'applique à un argument). Toutesles fontions sont �urry�ées� : une fontion à deux arguments est vue omme une fon-tion à un argument qui s'applique à un argument.3.2.1.2 Conversions3.2.1.2.1 Équivalene On dé�nit la relation ≡ entre termes. Intuitivement t1 ≡ t2indique que t1 et t2 dénotent la même fontion.Plus rigoureusement, on dé�nit ≡ omme
• une relation d'équivalene entre termes
• une ongruene pour la λ-abstration et l'appliation, i.e. :2Version indutive :� VL(x) = {x} (où x est une variable)� VL( (t1)t2 ) = VL(t1) ∪ VL(t2) (où t1 et t2 sont des termes)� VL(λx.t) = VL(t) \ {x} 6



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alul� M ≡ N ⇒ λx.M ≡ λx.N pour toute variable x.� M ≡ N ⇒ (M)P ≡ (N)P & (P )M ≡ (P )N pour tout terme P .3.2.1.2.2 α-onversion Il est naturel, omme on le fait pour les formules quanti�éesen logique du premier ordre, de onsidérer des termes qui ne di�èrent que par le nom desvariables liées omme équivalents. C'est l'α-équivalene :
λx.ϕ ≡ λz.[x:=z]ϕLa notation [x:=z]ϕ signi�e que toutes les ourrenes liées de x dans ϕ sont renommées

z. Il ne s'agit pas d'un λ-terme du langage, mais d'une abbréviation pour le proessus derenommage des variables, que l'on peut dé�nir par indution :� [x:=z]x ; z� [x:=z]y ; y si y 6= x� [x:=z](M)N ; ([x:=z]M)[x:=z]N� [x:=z]λx.M ; λz.[x:=z]M� [x:=z]λy.M ; λy.[x:=z]M si x 6= yConvention sur les variables Soit M un terme, x une variable ; les ourrenes de xdansM sont soit libres soit toutes liées. On montre aisément que tout terme onstruit sansrespeter la onvention sur les variables est équivalent, à une α-onversion près, à un termela respetant.3.2.1.2.3 Substitution de termes On introduit une �proédure� de substitution d'unterme à une variable, notée de façon analogue au renommage des variables, et dé�nieindutivement omme suit (on prend les préautions d'usage onernant les variables libresou liées : auune variable libre dans le terme que l'on substitue ne doit devenir lié dans leterme résultant) :� [x:=t]x ; t� [x:=t]y ; y si y 6= x� [x:=t](M)N ; ([x:=t]M)[x:=t]N� [x:=t]λy.M ; λy.[x:=t]M si y n'est pas libre dans t.Ce sont les seuls as de substitution admissibles.Remarque Les substitutions (de terme à une variable) se omportent omme les a�e-tations d'un langage impératif.Exemples� [x:=λx.x]λy.(x)y ; λy.(λx.x)y� [x:=λxy.xy]λy.(xz)xy ; λy.((λx.λy.(x)y)z)(λx.λy.(x)y)y(repasser par la forme entièrement parenthésée)7



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alul3.2.1.2.4 Beta-onversion (ou β-équivalene) :
(λx.M)N ≡ [x:=N ]M(suivant la onvention sur les variables, la substitution est toujours valide.)La β-onversion est une règle de alul (on parle de β-rédution lorsque l'on �réduit�

(λx.M)N en [x:=N ]M) ; 'est même la seule règle primitive de alul du λ-alul (modulol'α-onversion), et elle que nous étudierons le plus longuement.Exemples� (λx.x)y ≡ y (�identité�)� (λxy.x)zt ≡ z (�projetion�)� (λx.xx)y ≡ yy (�appliation à soi-même�)d'où (λx.xx)λx.xx ≡ (λx.xx)λx.xx : la β-rédution ne réduit pas néessairement lataille du terme.Remarques� On appelle (β)-redex un terme de la forme (λx.M)N , et ontratum (ou formeontratée) le terme [x:=N ]M .� Un terme est dit en forme normale s'il ne ontient pas de redex omme sous-terme.Par exemple λz.(z)x, et pas (λz.z)x.� Théorème : il existe des redex qui n'ont pas de forme normale. Par exemple (λx.xx)λx.xx.� Théorème (existene d'un point �xe) : ∀M∃N t.q. MN ≡ N .Démonstration Soit W = λx.(M)xx et N = WW , x 6∈ VL(M). Alors
N = (λx.(M)xx)W = (M)WW = MN)

23.2.1.3 CombinateursLe λ-alul, tel qu'il a été présenté, est extrêmement abstrait, et, à e titre, peu maniable ;on va s'intéresser ii à des � onstruteurs � dérivés.Dé�nition Un ombinateur est un λ-term los, i.e. sans variable libre.Remarque : un ombinateur se omporte de façon uniforme (indépendante du ontexte), etainsi peut être assimilié à une onstante du langage. À noter qu'un ombinateur est dé�ni(omme tout λ-terme) à une α-onversion près.Quelques ombinateurs et leurs propriétésIdentité I =def λx.xPour tout terme t, on a (I)t ≡ t.Composition C =def λf.λg.λx(f)(g)xPour tous termes M et N , on a : CMN(= ((C)M)N) ≡ λx.(M)(N)x.8



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alulBooléens T =def λx.λy.x

F =def λx.λy.yCes dé�nitions, onventionnelles, s'expliquent par la forme très simple que reçoit alorsla dé�nition par as : if P then Q else R =def PQR.En e�et, si P se réduit en T (ie P ≡ T), alors if P then Q else R ≡ TQR ≡ Q. Demême, si P ≡ F, alors on obtient R.On peut alors dé�nir relativement aisément les ombinateurs booléens, en passantpar la dé�nition préédente : ¬P = if P then F else T = PFT (ou ((P )F)T). D'oùpar λ-abstration : NOT =def λx.((x)F)T.Alors, on peut véri�er que si P ≡ T, alors NOTP ≡ ((P )F)T ≡ ((T)F)T ≡ F.En exerie (p. 13), on peut dé�nir les opérateurs ∧, ∨, et véri�er les propriétésusuelles.Paires Trois notations : [M,N ] =def λz.zMN

(M)0 =def MT

(M)1 =def MFAlors on a ([M,N ])0 ≡M et ([M,N ])1 ≡ NOn peut généraliser :Listes �nies [M0,M1, . . .Mn] =def [M0, [M1, [. . . ,Mn] . . .]]� M0,M1, . . .Mn � =def λz.zM0M1 . . .MnEntiers Il existe plusieurs façons de représenter les entiers par des λ-termes ; la plusnaturelle est elle de Churh, où les entiers sont onçus omme des itérateurs :
0 =def λf.λx.x

1 =def λf.λx.(f)x
n =def λf.λx.(f)(f) . . . (f)x, ave f n fois.On peut alors représenter la fontion suesseur, l'addition et la multipliation :
Succ =def λn.λf.λx.(f)((n)f)x
+ ≡ λm.λn.λf.λx.((m)f)((n)f)x
∗ ≡ λm.λn.λf.(m)(n)fRéursion Toute dé�nition réursive peut être onsidérée omme une équation dé�nissantle point �xe d'un opérateur d'ordre supérieur.Par exemple, la dé�nition lassique de la fatorielle, � fat n : si n = 0 alors 1 sinon
n×fat(n−1) � est un point �xe de l'opérateur Φ dé�ni par : Φ(f)(0) = 1

Φ(f)(n) = n× f(n− 1)La puissane du λ-alul (ainsi que ertains de ses aspets paradoxaux) est illustréepar le fait que :� Tout λ-terme possède un point �xe� Il existe un ombinateur (en fait une in�nité) qui �produit� le point �xe de tout
λ-termeDé�nition Un ombinateur de point �xe P est un ombinateur tel que

∀M PM ≡ (M)PMUn tel ombinateur peut être extrait de la démonstration du thèorème du point �xe :on a vu que si W = λx.(F )(x)x alors
WW ≡ (λx.(F )(x)x)λx.(F )(x)x ≡ FWW .En posant alors Y =def λF.WW ≡ λf.(λx.(f)(x)x)λq.(f)(x)x, on a
YM ≡WW[F :=M ] ≡ (M)YM en vertu du théorème du point �xe.9



Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch3. Compositionnalité et λ-alulExemple boule while :La dé�nition (réursive) de while P do Q else R od est :while PQR = if NOT P then R else Q ◦ while PQRwhile est don le point �xe de l'opérateur :
Φ = λF.λx.λy.λz(NOT)xzCyFxyz3et don while ≡ YΦRemarque Y n'est pas le seul ombinateur de point �xe. Un autre ombinateur�lassique� de point �xe est dû à Turing : T ≡ AA, où A ≡ λxy.(y)((x)x)y) (erreurde parenthèses)3.2.2 Langage typéLe lambda-alul non typé est très (trop) puissant pour les aspets de sémantique om-positionnelle qui nous intéressent ii. Ce qui a fait du lambda-alul un outil préieux ensémantique ontemporaine est la reonnaissane que la plupart des onstrutions de basedu français peuvent être interprétées ompositionnellement omme impliquant une ap-pliation fontionnelle, et que de nombreuses onstrutions apparemment moins basiquespeuvent reevoir une sémantique ompositionnelle impliquant la lambda-abstration.3.2.2.1 Théorie des typesUn système de types, dans le sens où nous allons l'utiliser ii, est un système de atégoriesmotivées sémantiquement de telle manière que des restritions sur la bonne formationformulées en termes de types peuvent garantir que toutes les expressions bien formées ontune sémantique bien dé�nie.4 Le système que nous proposons ii est un des plus simpleset des plus ourants :L'ensemble des types est dé�ni par indution :1. e est un type2. t est un type3. Si a et b sont des types, alors 〈a, b〉 est un typeUn langage typé est un langage dont haque fbf se voit assigner un type par une syntaxeompositionnelle dont la sémantique se onforme aux prinipes suivants (où Da dénotel'ensemble des dénotations possibles des expressions de type a) :Soit A un domaine d'entités.� De = A� Dt = {0, 1}� D〈a,b〉 = l'ensemble des fontions de Da dans Db.Le alul des prédiats peut être dé�ni omme un language typé dans le sens préédent : lesonstantes individuelles et les variables sont de type e, les formules (fermées) sont de type

t, les prédiats à une plae (qui dénotent des ensembles) sont de type 〈e, t〉, les prédiatsà deux plaes sont de type 〈e, 〈e, t〉〉, et.3C est l'opérateur de omposition vu p. 9.4Un tel système a été introduit par Russel dans la théorie des ensembles (et des fontions) pour rendreles ensembles paradoxaux impossibles à exprimer. 10


