
Université Paris 7 � LG033EX � 04/05 Ch2. Logique2.2.2 InterprétationOn se donne un modèle M, 'est-à-dire un domaine D, un ensemble d'ensembles, et une fontiond'interprétation I2. On introduit une fontion de valuation, V , qui assoie 1 ou 0 à toute formule.
V dépend de M.En exluant les variables et les quanti�ateurs, on peut proposer les règles suivantes :� Si P est un symbole de prédiat, c1, c2, ..., ck des onstantes, alors
VM(P (c1, c2, ..., ck)) = 1 ssi 〈I(c1), I(c2), ..., I(ck)〉 ∈ I(P ).� Si ϕ et ψ sont des formules, VM(¬ϕ) = 1 ssi VM(ϕ) = 0

VM(ϕ ∧ ψ) = 1 ssi VM(ϕ) = 1 et VM(ψ) = 1
VM(ϕ ∨ ψ) = 1 ssi VM(ϕ) = 1 ou VM(ψ) = 1
VM(ϕ→ ψ) = 1 ssi VM(ϕ) = 0 ou VM(ψ) = 1
VM(ϕ↔ ψ) = 1 ssi VM(ϕ) = VM(ψ)Avant de proposer une règles pour les formules ave un quanti�ateur, il faut traiter le as desformules omprenant des variables (libres).Par exemple, pour onnaître la valuation de P (x), il faut que x désigne un individu dans le modèle.Pour formaliser et aspet, on utilise des fontions, qu'on appelle assignement (a�etation) quiassoient à haque variable du langage un individu du domaine. L'interprétation d'une formuleomme P (x) pourra se faire dès lors qu'on disposera d'une telle fontion, soit g : VM(P (x)) = 1ssi g(x) ∈ I(P ). En toute rigueur, la valuation dépend alors non seulement de M (et de I) maisaussi de g :
VM,g(P (x)) = 1 ssi g(x) ∈ I(P )Pour formuler failement les règles, on introduit la notion de dénotation d'un terme (onstante ouvariable) : [[t]]M,g = I(t) si t est une onstante

[[t]]M,g = g(t) si t est une variableOn doit alors ré-érire la première règle de alul donnée plus haut :
VM,g(P(t1,... tn)) = 1 ssi 〈[[t1]]M,g, ...[[tn]]

M,g〉 ∈ I(P ).Considérons maintenant les formules formées ave un quanti�ateur. Une dé�nition assez intuitivepourrait être : V (∃xϕ) = 1 ssi il existe un individu dans le domaine qui véri�e ϕ. Mais que signi�eii �véri�er� la formule ϕ ? On va utiliser pour le préiser la notion d'assignation.Par exemple, la formule ∃xE(x) est vraie s'il existe un individu dans le domaine D, appelons-le d,tel que, si g est telle que g : x 7→ d, alors VM,g(E(x)) = 1. En généralisant à partir de et exemple,on pourrait érire :
VM(∃xϕ) = 1 ssi il existe d ∈ D et g : x 7→ d tels que VM,g(ϕ) = 1.Mais ette dé�nition n'est pas assez générale : supposons que ϕ ontienne à son tour un autrequanti�ateur. Alors il faudra trouver un autre fontion, g′, qui assoiera la variable en jeu avel'individu du domaine onerné. La question est alors de régler le lien entre g et g′.Pour ela, on introduit la notation : g[y/d] = assignement g, sauf pour y 7→ d. Alors on peut érire :

VM,g(∃y ϕ) = 1 ssi il existe un d ∈ D tel que VM,g[y/d](ϕ) = 1de même, VM,g(∀yϕ) = 1 ssi pour tout d ∈ D, VM,g[y/d](ϕ) = 1Finalement, si ϕ est une phrase, son interprétation ne dépend pas de l'assignement g. Alors ondira, pour toute phrase ϕ : VM(ϕ) = 1 ssi il existe un assignement g tel que VM,g(ϕ) = 1.
2
I assoie un élément du modèle (individu ou ensemble, selon le as) à toutes les onstantes non logiques dulangage (onstantes individuelles et noms de prédiats). 8


