
Université Paris 7 � CogMaster � 04/05 Ch3. Grammaires formelles et problème du parsing3.1 Langages formels3.1.1 MonoïdeDéf. 1 (Alphabet)Un alphabet X est un ensemble �ni de symboles (lettres). La taille de l'alphabetest le nombre de symboles. On parle aussi de voabulaire.Déf. 2 (Mot)Un mot sur l'alphabet X est une suite �nie de lettres de X.Les symboles qui omposent le mot u peuvent don être aratérisés par leur posi-tion dans la suite : on parle d'ourrene.Lemot vide, que l'on notera ε (ou 11X) est la suite qui ne omporte auun élément.La longueur du mot u est notée |u|, 'est le nombre d'ourrenes dans u. |ε| = 0.Formellement, on dé�nit [p] = (1, 2, 3, 4, ..., p) (suite entière ordonnée).Alors le mot u sur l'alphabet X est une fontion
u : [p] −→ Xqui à haque entier entre 1 et p assoie un symbole.Déf. 3 (Sous-mot, fateur)

w est un sous-mot de u si w est une sous-suite de lettres de u.
w est un fateur de u si w est un sous-mot de u, dont les lettres sont adjasentesdans u.NB : L'ordre est onservé.Déf. 4 (Conaténation)Soient [p]

u
−→ X, [q]

w
−→ X. On dé�nit la onaténation de u et w, notée uw(quelquefois u.w ou û w) :

uw : [p + q] −→ X

uwi =

{

ui pour i ∈ [1, p]
wi−p pour i ∈ [p + 1, p + q]Dé�nition informelle : uw est le mot formé de tous les symboles de u suivis immé-diatement de tous les symboles de w.On démontre failement que l'opération de onaténation ainsi dé�nie a les propriétéssuivantes :� La onaténation est non ommutative (en général)� La onaténation est assoiative : u(vw) = (uv)w = uvw� La onaténation admet un élément neutre, le mot vide, noté ∅ ou ε ou 1X ou 11X .2



Université Paris 7 � CogMaster � 04/05 Ch3. Grammaires formelles et problème du parsingCette opération munit don l'ensemble des mots sur un alphabet X ((X, .), noté X∗) d'unestruture de monoïde. De plus, e monoïde est libre ar les éléments de l'alphabet, qu'onappelle la base, sont indépendant les uns des autres.3.1.2 Langage formelDéf. 5 (Langage)Un langage sur un alphabet X est une partie de X∗ ('est-à-dire un sous-ensemble).L ⊆ X∗. L ∈ P(X∗)
(

= 2X∗

)Problèmes sur un langage� Caratérisation� Reonnaissane� Classi�ationOpération ensemblistes ourantes sur les langages :
L1 ∪ L2 = {u /u ∈ L1 ou u ∈ L2}
L1 ∩ L2 = {u /u ∈ L1 et u ∈ L2}
L1 \ L2 = {u /u ∈ L1 et u 6∈ L2}Opération induite par l'opération de onaténation, appelée produit :
L1.L2 = {uv /u ∈ L1 et v ∈ L2}On démontre failement que l'opération de produit ainsi dé�nie a les propriétés suivantes :� Assoiative� Admet un élément neutre, l'ensemble {ǫ}.� Admet un élément absorbant, l'ensemble vide ∅.� Distributive par rapport à ∪.� Non distributive par rapport à ∩.Déf. 6 (Étoile)Par analogie, on notera A2 le produit A.A pour un langage A.En généralisant, on peut proposer la notation

A0 = {11X}
A1 = A
Ai+1 = A.Aid'où

An = {a1...an / ai ∈ A}et dé�nir ainsi l'étoile de A :
A∗ =

⋃

n≥0

An3



Université Paris 7 � CogMaster � 04/05 Ch3. Grammaires formelles et problème du parsingRemarque : La notation est ohérente : X∗ =
⋃

n≥0 Xn où Xn = {mots de longueur n}.3.2 Grammaires formelles3.2.1 Dé�nitionUne grammaire formelle est un quadruplet 〈X,V, S, P 〉 où� X est l'alphabet (du langage engendré)� V est un alphabet disjoint de X dit � non terminal �� S ∈ V est un élément distingué de V , appelé axiome� P est un ensemble de � règles (de prodution) �, 'est-à-dire une partie �nie du produitartésien (X ∪ V )∗V (X ∪ V )∗ × (X ∪ V )∗.3.2.2 DérivationSoient G = 〈X,V, S, P 〉 une grammaire, (f, g) ∈ (X ∪V )∗, r une règle de prodution de P ,de la forme r : A −→ u (A ∈ (X ∪ V )∗V (X ∪ V )∗ × (X ∪ V )∗).
• f se réérit (ou dérive immédiatement) en g ave la règle r (notation f

r
−→ g) ssi

∃v,w t.q. f = vAw et g = vuw

• f se réérit (ou dérive) en g dans la grammaire G (notation f
G

−→ g) ssi
∃r ∈ P t.q. f

r
−→ g.

• f
G∗
−→ g si f = g, ou

∃f1 = f, f2, ..., fn = g t.q. fi−1 −→ fiOn note LG(f) l'ensemble des terminaux engendrés par f dans la grammaire G.
LG(f) = {g ∈ X∗/f

G∗
−→ g}Par onvention, on notera LG le langage LG(S).3.2.3 Arbre de dérivation3.2.4 Classes de grammaireLa fameuse � hiérarhie de Chomsky � :type 0 Auune restrition sur P ⊂ (X ∪ V )∗V (X ∪ V )∗ × (X ∪ V )∗.type 1 (grammaires ontextuelles, ontext-sensitive) Tout élément de P est de la forme

(u1Su2, u1mu2), où u1 et u2 ∈ (X ∪ V )∗, S ∈ V et m ∈ (X ∪ V )+.type 2 (grammaires algébriques, ontext-free)Tout élément de P est de la forme (S,m), où S ∈ V et m ∈ (X ∪ V )∗.type 3 (grammaires régulières)Tout élément de P est de la forme (S,m), où S ∈ V et m ∈ X.V ∪ X ∪ {ε}.
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