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3.2.2 Le langage pur (non typé)

Le lambda-calcul a été inventé par Alonzo Church, pour représenter la notion de fonction
mathématique, d'une facon qui évite les problémes de I'approche basée sur la théorie des
ensembles. !

3.2.2.1 Syntaxe

Le vocabulaire est composé d’un ensemble dénombrable de symboles de variables, de
parenthéses, du point, et du symbole .

La syntaxe est définie par induction :

— Si z est une variable, alors x est un A\-terme.
— Si x est une variable, et ¢ un terme, alors Az.t est un A-terme (A-abstraction)
— Si t; et to sont des termes, alors (t1)ty est un A-terme (application).

Remarques
— L’application d’un terme ¢ & un terme v est notée (¢)1, a I'inverse de la notation
traditionnelle f(x).
— Il n’y a pas de distinction entre variables fonctionnelles et variables arguments. On peut
donc former des terme de la forme \f.(f)f (application & soi-méme).
— Comme les quantificateurs en logique du premier ordre, I’abstracteur A est un lieur de
variables. On peut définir par conséquent les notions de variables libres et liées : 2
(a) La portée d’un abstracteur Az dans le terme A\z.p est le terme .
(b)  Une occurrence d’une variable x dans le terme ¢ est dite libre si elle n’est pas dans
la portée d’un abstracteur Az apparaissant dans .
(c) SiAz.p est un sous-terme de ¢ et que x est libre dans ¢, alors cette occurrence de
x est dite liée par ’abstracteur Ax.
Exemple : dans le terme ((Az.\y.(z)y)z)z, la variable x a deux occurrences, I'une libre
et I'autre liée.
— La grammaire définissant les A-termes est non ambigiie, il n’y a qu’une facon de dé-
composer un terme. On peut définir la notion de sous-terme. Les notations (point et
parenthéses) pouvant s’avérer assez lourdes, on adopte les conventions :

AL AT ... ATyt = ATixo... Tyt
(Ot I = ttits.. . tm

Exemple : Azy.zy se lit Az \y.(z)y.

— L’application fonctionnelle est toujours monadique (s’applique & un argument). Toutes
les fonctions sont “curryfiées” : une fonction a deux arguments est vue comme une fonc-
tion & un argument qui s’applique & un argument.

'En particulier, le fait que la notation 3z? + 7 est ambigué entre la définition de la fonction qui a z
associe 322 4 7 et application de la fonction & un x particulier.

*Version inductive (VL = variables libres) :

— VL(z) = {z} (ol = est une variable)

— VL( (t1)t2 ) = VL(t1) U VL(t2) (ot t1 et t2 sont des termes)

- VL(Az.t) = VL(t) \ {z}
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3.2.2.2 Conversions

Equivalence On définit la relation = entre termes. Intuitivement ¢; = t5 indique que t;
et t9 dénotent la méme fonction.

Plus rigoureusement, on définit = comme
e une relation d’équivalence entre termes
e une congruence pour la A-abstraction et l'application, i.e. :
— M =N = \x.M = Ax.N pour toute variable x.
- M=N= (M)P=(N)P & (P)M = (P)N pour tout terme P.

a-conversion 1l est naturel, comme on le fait pour les formules quantifiées en logique du
premier ordre, de considérer des termes qui ne différent que par le nom des variables liées
comme équivalents. C’est I’a-équivalence :

AT = A2 i)

La notation ;. signifie que toutes les occurrences lices de z dans ¢ sont renommées
z. Il ne s’agit pas d’'un A-terme du langage, mais d’une abbréviation pour le processus de
renommage des variables, que ’on peut définir par induction :

T =] R

T =]y Y si Yy 7£ x

- [z:—z}( )N ~ ([:1: —z]M)[:v::z]N

= = AT-M o A2 g M

- [x:*z})‘y M ~ )‘y [x: *Z}M si 7é Yy

Convention sur les variables Soit M un terme, x une variable; les occurrences de x
dans M sont soit libres soit toutes liées. On montre aisément que tout terme construit sans
respecter la convention sur les variables est équivalent, & une a-conversion pres, & un terme
la respectant.

Substitution de termes On introduit une “procédure” de substitution d’'un terme a une
variable, notée de facon analogue au renommage des variables, et définie inductivement
comme suit (on prend les précautions d’usage concernant les variables libres ou liées :
aucune variable libre dans le terme que 1’on substitue ne doit devenir lié dans le terme
résultant) :

T =Tt

=gy YSiy £
- [z:t](M)N ~ ([:v::t}M)[:v::t}N
~ w=t)\Y-M ~> AY.[z.=y)M si y n’est pas libre dans .

Ce sont les seuls cas de substitution admissibles.

Remarque Les substitutions (de terme & une variable) se comportent comme les affec-
tations d'un langage impératif.
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Exemples

— w=raa] Y- (@)Y ~ Ay (Az.a)y

— w=dayay AY-(@2)wy ~ Ay (Az Ay (2)y) 2) (Az. Ay (2)y)y
(repasser par la forme entiérement parenthésée)

Beta-conversion (ou (-équivalence) :
(Am‘.M)NE [x::N}M

(suivant la convention sur les variables, la substitution est toujours valide.)

La (-conversion est une régle de calcul (on parle de g-réduction lorsque lon “réduit”
(Az.M)N en (.} M) ; c’est méme la seule regle primitive de calcul du A-calcul (modulo
I'a-conversion), et celle que nous étudierons le plus longuement.

Exemples

- (Az.x)y =y (“identité”)

— (Azy.x)zt = z (“projection”)

— (\z.zz)y = yy (“application a soi-méme”)
d'ou (Az.zz)\v.xx = (Ax.zx) \z.xx : la [-réduction ne réduit pas nécessairement la
taille du terme.

Remarques

On appelle (8)-redex un terme de la forme (Az.M)N, et contractum (ou forme

contractée) le terme [,.—n) M.

— Un terme est dit en forme normale s’il ne contient pas de redex comme sous-terme.
Par exemple \z.(z)x, et pas (A\z.z)z.

— Théoréme : il existe des redex qui n’ont pas de forme normale. Par exemple (Az.zx)\x.z2.

Théoréme (existence d’un point fixe) : VM IN t.q. MN = N.

Démonstration Soit W = \x.(M)zx et N = WW, x & VL(M). Alors

N = (Az.(M)zx)W = (M)WW = MN)

3.2.2.3 Combinateurs

Le A-calcul, tel qu’il a été présenté, est extrémement abstrait, et, a ce titre, peu maniable ;
on va s’intéresser ici & des « constructeurs » dérivés.

Définition Un combinateur est un A-terme clos, i.e. sans variable libre.

Remarque : un combinateur se comporte de facon uniforme (indépendante du contexte), et
ainsi peut étre assimilié & une constante du langage. A noter qu’un combinateur est défini
(comme tout A-terme) & une a-conversion prés.
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Quelques combinateurs et leurs propriétés

Identité | =def Ax.x
Pour tout terme ¢, on a ()t = ¢.

Entiers Il existe plusieurs facons de représenter les entiers par des A-termes; la plus

naturelle est celle de Church, ou les entiers sont concus comme des itérateurs :
0 =gof Af Az
1 —def )\f)\.%'(f).%’
N =gef AfAz.(f)(f)...(f)x, avec f n fois.

On peut alors représenter la fonction successeur, ’addition et la multiplication :
Succ =get AnAfAx.(f)((n)f)z
+ = dmAnAf Az ((m)f)((n)fx
* = Am.AnAf.(m)(n)f

Booléens T =gy Az \y.x
F =get Az \y.y

Ces définitions, conventionnelles, s’expliquent par la forme trés simple que regoit alors
la définition par cas : if P then ) else R =4t PQR.
En effet, si P se réduit en T (ie P =T), alors if P then @ else R=TQR = Q. De
méme, si P = F, alors on obtient R.
On peut alors définir relativement aisément les combinateurs booléens, en passant
par la définition précédente : =P = if P then F else T = PFT (ou ((P)F)T). D’ou
par A-abstraction : NOT =g¢r Az.((z)F)T.
Alors, on peut vérifier que si P = T, alors NOTP = ((P)F)T = ((T)F)T =F.
En exercice (p. 20), on peut définir les opérateurs A, V, et vérifier les propriétés

)

usuelles.
Paires Trois notations : [M, N| =gef Az.2MN
(M)o =qet MT
(M)1 =gef MF

Alors on a ([M,N])g= M et ([M,N])1 =N
On peut généraliser :
Listes finies [MQ, Ml, e Mn] =def [Mo, [Ml, [ .. 7Mn] .. H
« Mo, Ml, e Mn » =def )\Z.ZMoMl e Mn
Composition C =gt Af.Ag. Az (f)(9)x
Pour tous termes M et N,ona: CMN(= ((C)M)N) = Ax.(M)(N)zx.

Récursion Toute définition récursive peut étre considérée comme une équation définissant
le point fixe d’'un opérateur d’ordre supérieur.
Par exemple, la définition classique de la factorielle, « fact n : si n = 0 alors 1 sinon
nxfact(n—1) » est un point fixe de 'opérateur ® défini par: ®(f)(0) =1

O(f)(n) = n x f(n—1)
La puissance du A-calcul (ainsi que certains de ses aspects paradoxaux) est illustrée
par le fait que :
— Tout A-terme posséde un point fixe
— Il existe un combinateur (en fait une infinité) qui “produit” le point fixe de tout
A-terme

Définition Un combinateur de point fixe P est un combinateur tel que

VM PM = (M)PM
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