
Université Paris 7 � CogMaster � 04/05Ch3. Compositionnalité et interfae syntaxe-sémantique3.2.2 Le langage pur (non typé)Le lambda-alul a été inventé par Alonzo Churh, pour représenter la notion de fontionmathématique, d'une façon qui évite les problèmes de l'approhe basée sur la théorie desensembles.13.2.2.1 SyntaxeLe voabulaire est omposé d'un ensemble dénombrable de symboles de variables, deparenthèses, du point, et du symbole λ.La syntaxe est dé�nie par indution :� Si x est une variable, alors x est un λ-terme.� Si x est une variable, et t un terme, alors λx.t est un λ-terme (λ-abstration)� Si t1 et t2 sont des termes, alors (t1)t2 est un λ-terme (appliation).Remarques� L'appliation d'un terme ϕ à un terme ψ est notée (ϕ)ψ, à l'inverse de la notationtraditionnelle f(x).� Il n'y a pas de distintion entre variables fontionnelles et variables arguments. On peutdon former des terme de la forme λf.(f)f (appliation à soi-même).� Comme les quanti�ateurs en logique du premier ordre, l'abstrateur λ est un lieur devariables. On peut dé�nir par onséquent les notions de variables libres et liées : 2(a) La portée d'un abstrateur λx dans le terme λx.ϕ est le terme ϕ.(b) Une ourrene d'une variable x dans le terme ϕ est dite libre si elle n'est pas dansla portée d'un abstrateur λx apparaissant dans ϕ.() Si λx.ϕ est un sous-terme de ψ et que x est libre dans ϕ, alors ette ourrene de
x est dite liée par l'abstrateur λx.Exemple : dans le terme ((λx.λy.(x)y)z)x, la variable x a deux ourrenes, l'une libreet l'autre liée.� La grammaire dé�nissant les λ-termes est non ambigüe, il n'y a qu'une façon de dé-omposer un terme. On peut dé�nir la notion de sous-terme. Les notations (point etparenthèses) pouvant s'avérer assez lourdes, on adopte les onventions :

λx1.λx2 . . . λxn.t = λx1x2 . . . xn.t

(. . . ((t)t1)t2 . . .)tm = t t1t2 . . . tmExemple : λxy.xy se lit λx.λy.(x)y.� L'appliation fontionnelle est toujours monadique (s'applique à un argument). Toutesles fontions sont �urry�ées� : une fontion à deux arguments est vue omme une fon-tion à un argument qui s'applique à un argument.1En partiulier, le fait que la notation 3x
2 + 7 est ambiguë entre la dé�nition de la fontion qui à xassoie 3x

2 + 7 et l'appliation de la fontion à un x partiulier.2Version indutive (VL = variables libres) :� VL(x) = {x} (où x est une variable)� VL( (t1)t2 ) = VL(t1) ∪ VL(t2) (où t1 et t2 sont des termes)� VL(λx.t) = VL(t) \ {x} 7



Université Paris 7 � CogMaster � 04/05Ch3. Compositionnalité et interfae syntaxe-sémantique3.2.2.2 ConversionsÉquivalene On dé�nit la relation ≡ entre termes. Intuitivement t1 ≡ t2 indique que t1et t2 dénotent la même fontion.Plus rigoureusement, on dé�nit ≡ omme
• une relation d'équivalene entre termes
• une ongruene pour la λ-abstration et l'appliation, i.e. :� M ≡ N ⇒ λx.M ≡ λx.N pour toute variable x.� M ≡ N ⇒ (M)P ≡ (N)P & (P )M ≡ (P )N pour tout terme P .
α-onversion Il est naturel, omme on le fait pour les formules quanti�ées en logique dupremier ordre, de onsidérer des termes qui ne di�èrent que par le nom des variables liéesomme équivalents. C'est l'α-équivalene :

λx.ϕ ≡ λz.[x:=z]ϕLa notation [x:=z]ϕ signi�e que toutes les ourrenes liées de x dans ϕ sont renommées
z. Il ne s'agit pas d'un λ-terme du langage, mais d'une abbréviation pour le proessus derenommage des variables, que l'on peut dé�nir par indution :� [x:=z]x ; z� [x:=z]y ; y si y 6= x� [x:=z](M)N ; ([x:=z]M)[x:=z]N� [x:=z]λx.M ; λz.[x:=z]M� [x:=z]λy.M ; λy.[x:=z]M si x 6= yConvention sur les variables Soit M un terme, x une variable ; les ourrenes de xdansM sont soit libres soit toutes liées. On montre aisément que tout terme onstruit sansrespeter la onvention sur les variables est équivalent, à une α-onversion près, à un termela respetant.Substitution de termes On introduit une �proédure� de substitution d'un terme à unevariable, notée de façon analogue au renommage des variables, et dé�nie indutivementomme suit (on prend les préautions d'usage onernant les variables libres ou liées :auune variable libre dans le terme que l'on substitue ne doit devenir lié dans le termerésultant) :� [x:=t]x ; t� [x:=t]y ; y si y 6= x� [x:=t](M)N ; ([x:=t]M)[x:=t]N� [x:=t]λy.M ; λy.[x:=t]M si y n'est pas libre dans t.Ce sont les seuls as de substitution admissibles.Remarque Les substitutions (de terme à une variable) se omportent omme les a�e-tations d'un langage impératif. 8



Université Paris 7 � CogMaster � 04/05Ch3. Compositionnalité et interfae syntaxe-sémantiqueExemples� [x:=λx.x]λy.(x)y ; λy.(λx.x)y� [x:=λxy.xy]λy.(xz)xy ; λy.((λx.λy.(x)y)z)(λx.λy.(x)y)y(repasser par la forme entièrement parenthésée)Beta-onversion (ou β-équivalene) :
(λx.M)N ≡ [x:=N ]M(suivant la onvention sur les variables, la substitution est toujours valide.)La β-onversion est une règle de alul (on parle de β-rédution lorsque l'on �réduit�

(λx.M)N en [x:=N ]M) ; 'est même la seule règle primitive de alul du λ-alul (modulol'α-onversion), et elle que nous étudierons le plus longuement.Exemples� (λx.x)y ≡ y (�identité�)� (λxy.x)zt ≡ z (�projetion�)� (λx.xx)y ≡ yy (�appliation à soi-même�)d'où (λx.xx)λx.xx ≡ (λx.xx)λx.xx : la β-rédution ne réduit pas néessairement lataille du terme.Remarques� On appelle (β)-redex un terme de la forme (λx.M)N , et ontratum (ou formeontratée) le terme [x:=N ]M .� Un terme est dit en forme normale s'il ne ontient pas de redex omme sous-terme.Par exemple λz.(z)x, et pas (λz.z)x.� Théorème : il existe des redex qui n'ont pas de forme normale. Par exemple (λx.xx)λx.xx.� Théorème (existene d'un point �xe) : ∀M∃N t.q. MN ≡ N .Démonstration Soit W = λx.(M)xx et N = WW , x 6∈ VL(M). Alors
N = (λx.(M)xx)W = (M)WW = MN)

23.2.2.3 CombinateursLe λ-alul, tel qu'il a été présenté, est extrêmement abstrait, et, à e titre, peu maniable ;on va s'intéresser ii à des � onstruteurs � dérivés.Dé�nition Un ombinateur est un λ-terme los, i.e. sans variable libre.Remarque : un ombinateur se omporte de façon uniforme (indépendante du ontexte), etainsi peut être assimilié à une onstante du langage. À noter qu'un ombinateur est dé�ni(omme tout λ-terme) à une α-onversion près.9



Université Paris 7 � CogMaster � 04/05Ch3. Compositionnalité et interfae syntaxe-sémantiqueQuelques ombinateurs et leurs propriétésIdentité I =def λx.xPour tout terme t, on a (I)t ≡ t.Entiers Il existe plusieurs façons de représenter les entiers par des λ-termes ; la plusnaturelle est elle de Churh, où les entiers sont onçus omme des itérateurs :
0 =def λf.λx.x

1 =def λf.λx.(f)x
n =def λf.λx.(f)(f) . . . (f)x, ave f n fois.On peut alors représenter la fontion suesseur, l'addition et la multipliation :
Succ =def λn.λf.λx.(f)((n)f)x
+ ≡ λm.λn.λf.λx.((m)f)((n)f)x
∗ ≡ λm.λn.λf.(m)(n)fBooléens T =def λx.λy.x

F =def λx.λy.yCes dé�nitions, onventionnelles, s'expliquent par la forme très simple que reçoit alorsla dé�nition par as : if P then Q else R =def PQR.En e�et, si P se réduit en T (ie P ≡ T), alors if P then Q else R ≡ TQR ≡ Q. Demême, si P ≡ F, alors on obtient R.On peut alors dé�nir relativement aisément les ombinateurs booléens, en passantpar la dé�nition préédente : ¬P = if P then F else T = PFT (ou ((P )F)T). D'oùpar λ-abstration : NOT =def λx.((x)F)T.Alors, on peut véri�er que si P ≡ T, alors NOTP ≡ ((P )F)T ≡ ((T)F)T ≡ F.En exerie (p. 20), on peut dé�nir les opérateurs ∧, ∨, et véri�er les propriétésusuelles.Paires Trois notations : [M,N ] =def λz.zMN

(M)0 =def MT

(M)1 =def MFAlors on a ([M,N ])0 ≡M et ([M,N ])1 ≡ NOn peut généraliser :Listes �nies [M0,M1, . . .Mn] =def [M0, [M1, [. . . ,Mn] . . .]]� M0,M1, . . .Mn � =def λz.zM0M1 . . .MnComposition C =def λf.λg.λx(f)(g)xPour tous termes M et N , on a : CMN(= ((C)M)N) ≡ λx.(M)(N)x.Réursion Toute dé�nition réursive peut être onsidérée omme une équation dé�nissantle point �xe d'un opérateur d'ordre supérieur.Par exemple, la dé�nition lassique de la fatorielle, � fat n : si n = 0 alors 1 sinon
n×fat(n−1) � est un point �xe de l'opérateur Φ dé�ni par : Φ(f)(0) = 1

Φ(f)(n) = n× f(n− 1)La puissane du λ-alul (ainsi que ertains de ses aspets paradoxaux) est illustréepar le fait que :� Tout λ-terme possède un point �xe� Il existe un ombinateur (en fait une in�nité) qui �produit� le point �xe de tout
λ-termeDé�nition Un ombinateur de point �xe P est un ombinateur tel que

∀M PM ≡ (M)PM10


